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6.6  双线性变换法

• 冲激响应不变法的缺点是产生频率响应的混

叠失真。

• 产生原因：从 s 平面到 z 平面的映射不是一

一对应的，是多值的映射关系。

• 解决方法：寻找一个具有一一对应的映射关

系。双线性变换法就是其中一个。

file:///E:/bjtu/teaching/数字信号处理/2022-2023/课件/第 六 章 1.pptx#81. PowerPoint 演示文稿
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一、变换原理

• 先将整个 s 平面压缩变换到某一个中介的
平面的一条横带（ ）

• 再将该横带用标准变换公式 映射到
整个z平面。

• 从 s 平面到 z 平面是严格的一一对应关系，
故能消除频率响应的混叠失真现象。

• 也就是将角频率从（-∞, ∞）压缩到

（ ）
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第一次变换：

频率压缩

第二次变换：

数字化

S

平
面

S1

平
面

Z

平
面
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• 将 s 平面整个 轴压缩到 平面的 轴上
的一段（ ），可以采用以下变换实现

变换又可以写成（利用欧拉公式）
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有，

将此映射延拓到整个 s 平面和 平面，即令

再将 平面通过标准变换 映射到z平面

双线性变换公式
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• 为了使模拟滤波器的某一个频率与数字滤波器
的任一频率有对应关系，引入常数 c ，则，数
字频率和模拟频率中间的关系为：

s 与 平面中间的映射为：

• 将 代入，得到 s 平面与 z 平面之间
具有单值映射关系的双线性变换。
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二、变换常数 c 的选择

• 通过常数 c 可以调节数字频率和模拟频率之

间的对应关系。

• 两种方法：

→ 低频特性近似

→ 特定频率（截止频率）对应
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（1）低频特性近似

当 较小时，有

故有，

求出，

优点：在低频处，频率响应特性近似。

使模拟滤波器与数字滤波器在低频处有较确
切的对应关系，即
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（2）特定频率对应

则有，

优点：可以准确控制截止频率的位置。

数字滤波器的某一个特定频率（例如截止
频率 与模拟滤波器的一个特定频率
严格对应。
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三、逼近情况

（1）频率响应是否近似？

即，s 平面的虚轴确实与 z 平面的单位圆对应。

也即，数字滤波器的频率响应和模拟滤波器
的频率响应是对应的。

将 代入双线性变换公式，有
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当 时，有 ；s左半平面→z平面单位圆内

当 时，有 ；s右半平面→z平面单位圆外

当 时，有 ，s平面虚轴→z平面单位圆上

（2）是否因果稳定？

• 故，因果稳定的模拟滤波器经过双线性变换后得
到的数字滤波器也是因果稳定的。

将 代入双线性公式，有
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四、优缺点

（1）优点

避免了频率响应的混叠失真现象。

模拟（角）频率 与数字频率 之间的关系：

• 和 是一一对应关系

• 映射为
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（2）缺点

① 模拟（角）频率 与数字频率 之间不再是

线性关系。（在零频率点附近，接近线性关系；
但随着 的增加，非线性关系越明显。

即，双线性变换避免了频率混叠失真现象，但
却带来了非线性的频率失真。
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（2）缺点

② 非线性变换就不能保持原来的线性相位了。

③ 不适合设计线性相位数字滤波器

• 在实际应用中，双线性变换必须要求模拟滤
波器的幅度（频）响应必须是分段常数型的，
即某一频率段的幅频响应是一个常数。

• 典型的低通、带通、高通、带阻型滤波器均
满足此要求。
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1.根据要求，设定所要设计的数字滤波器指标。

2.将各分段频率临界点预畸变。将数字滤波器的

性能指标转换为中间模拟滤波器的性能指标。

3.根据中间模拟滤波器的性能指标，设计出模拟

滤波器的系统函数Ha(s) 。

五、模拟滤波器数字化方法
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5.用：

4. 选定双线性变换常数C。

代入Ha(s)中，得到DF 的H(z).

设计结束
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六、用列表格的办法来完成双线性变换设计

不要求，请感兴趣的同学看书P300-301。
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例题：已知，某一个模拟滤波器的系统函数为
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6.7  模拟原型低通滤波器设计

• 数字滤波器的主要设计方法之一是先设计一

个满足技术指标的模拟低通滤波器（称作模

拟原型滤波器），然后再变换为所需的数字

滤波器。

• 模拟低通滤波器有巴特沃思型、切贝雪夫型

和考尔型（椭圆滤波器）。高通、带通、带

阻等滤波器均可通过低通滤波器变换得到。
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• 设计模拟滤波器就是根据设计规范来设计

模拟系统函数 ，使其逼近某一个

理想滤波器特性。

• 滤波器的设计，主要根据其幅度平方函数

来进行。

理想低通滤波器的幅频特性
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一、由幅度平方函数确定系统函数

模拟滤波器幅度响应常用幅度平方函数表示

因为滤波器冲激响应 h(t) 是实函数，故

幅度平方函数表示为

问题：如何由 求 ？



24

（1） 的零极点分布

• 若 有一个极点（零点）位于 ，则在

也必是极点（零点）。

• 在 和 必有极点（零点）。

• 若在虚轴有极点（零点），一定是二阶的。

• 零极点分布如图所示。
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• 任何物理可实现的滤波器都是因果稳定的，

故极点分布为：

→ 的极点位于 s 的左半平面

→ 的极点位于 s 的右半平面

• 零点分布没有限制，只和滤波器的相位特性

有关。

→如果滤波器要求最小相位延时特性，

则 的零点均在 s 的左半平面。

→如果没有特殊要求，则任取一半即可。
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（2） 由 确定 的步骤

① 由 得到 s 平面函数

② 将 因式分解，得到零极点。

③ 选择合适的零极点。

④ 按照 与 的低频特性或者高频
特性，确定 的增益常数。

⑤ 由零点、极点、增益常数即可确定
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例题：

根据幅度平方函数 确定系统函数

解：

其极点为：

其零点为： （二阶）

选择：极点为：

零点为：
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得到 的表达式

根据条件：

求出增益：

故，系统函数为
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二、巴特沃思低通滤波器

• 巴特沃思（Butterworth）滤波器又称作最平幅度特
性滤波器；

• 1930年英国工程师Butterworth在英国《无线电工程》
期刊提出；

• 巴特沃思低通滤波器的幅度平方函数为

式中，N为滤波器的阶数， 为截止频率

幅度频率响应

1  巴特沃思低通滤波器定义
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当 时，有

所以，又称 为巴特沃思低通滤波器的3dB带宽
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2  巴特沃思低通滤波器的特点

1. 当 时， ，即在 处没有
衰减。

2. 当 时， ，通带最大衰减为

3. 不管N值如何，所有的曲线都通过 点，或
者说衰减 ，叫做 不变性。

4. 在 的通带内， 有最大平坦的幅
度特性，即N阶巴特沃思低通滤波器在
处， 的前（2N-1)阶导数为零。故巴
特沃思滤波器又称为最平幅度特性滤波器。

5. 随着 由0变为 ， 单调下降，N越
大，通带内减小越慢，也即越平坦。
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5. 在 ，即在过渡带和阻带内， 随

着 的增加而单调下降，下降速度比通带内

衰减的速度要快得多。N 越大，衰减速度越大。

6. 当 ，即频率为阻带截止频率，衰减为

， 为阻带最小衰减。
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图6-17  巴特沃思低通滤波器幅度特性

及其与阶数N的关系
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将 代入

• 所以，巴特沃思滤波器的零点在 ，在有
限s平面（ ）上，只有极点。

• 故，巴特沃思低通滤波器是全极点滤波器。
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极点为

极点的特点为

(1) 极点在 s 平面是象限对称（虚轴对称）的，分布
在半径为 的圆（称为巴特沃思圆）上，共2N个
极点；

(2) 左半平面极点 为 的极点；

(3) 极点间的角度间隔为 rad（弧度）;

(4) 极点不会在虚轴上（滤波器稳定）；

(5) N为奇数时，实轴上有极点；N为偶数时，实轴上
没有极点。
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例题：

导出三阶巴特沃思滤波器的系统函数，

解：幅度平方函数为：

令： ，则有

极点为：

×

××

×

×

×
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选择左半平面的三个极点（即k=1,2,3）

故，得到巴特沃思低通滤波器的系统函数
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3、归一化的Butterworth滤波器的系统函数

• 在一般设计中，都先把Ωc 设为1rad/s，这样

使频率得到归一化。归一化的Butterworth

滤波器的极点分布（ P278，表6.3 ）以及相

应系数都有现成表可查(P278，表6.2):

令
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归一化（ ）巴特沃斯滤波器分母多项式为

例查表法（P278，表6.2）

例题：导出三阶巴特沃思滤波器的系统函数，
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4、Butterworth滤波器设计步骤

1. 根据设计规定，确定Ωc和 N

2. 由

确定Ha(s)Ha(-s)的极点。

3. Sk的N个值(k=1,2,...,N)，即Re(Sk)<0部分的

极点，构成Ha(s).

4. 常数K0可由Ha(Ω)和Ha(s)的低频或高频特性

对比确定。
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5、Butterworth滤波器的阶数 N
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(1)已知Ωc 、 Ωs和As求
Butterworth DF阶数N

file:///E:/bjtu/teaching/数字信号处理/2021-2022/课件/第 六 章 1.pptx#19. PowerPoint 演示文稿
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（2）已知Ωc 、 Ωp和 Ω=Ωp的
衰减Ap 求Butterworth DF阶数N
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（3）已知Ω=Ωp 、和Ωs的衰减Ap 和As
求Butterworth DF阶数N
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例子1
• 试设计一个模拟低通Butterworth滤波器

• 取N=3阶，根据N=3，查表得归一化系统函数：
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例子2
• 设低通DF的3dB带宽频率ωc=0.2π,阻带

频率ωs=0.4π,在 ω = ωs处的止带衰减

20lg|H(ejωs)|=-15dB,试用脉冲响应不变

法（冲激不变法）设计一个Butterworth

低通DF。(设采样频率fs=20kHz）

解：设计分为4步。

（1）将数字滤波器的设计指标转变为模拟

滤波器的设计指标。因为：fs=20kHz,则采

样间隔为T=1/fs=1/20kHz
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• 对于冲激响应不变法，频率变换是线性的。
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(2)设计Ha(s)

将上述设计指标代入 求出N阶数
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x(n) 0.534

1.241

-0.533

1.59

y(n)

0.534
1.241

-0.533

1.001

0.306

y(n)x(n)

并联型

级联型

-2
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例子3
试用双线性变换法设计Butterworth低通DF。

已知低通DF的3dB带宽频率 ，止带

起始频率 ，在 处的止带衰减：

解：（1）将DF的设计指标转换为模拟滤波

器的设计指标。

对双线性变换法

根据3dB带宽频率
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三、切贝雪夫（Chebyshev）低通滤波器

• 巴特沃思的频率特性在通带和阻带都是随频率
而单调下降，在实际应用中，不经济。因为，
在通带边缘满足要求，则在通带内会有较大富
裕，超出指标要求（即求出的N比较大）。

• 更有效的方法是将指标要求均匀地分布在通带
内、阻带内或者通带和阻带内，这样，设计出
的滤波器的阶数较低，因而成本较低。

• 这种均匀分布的方法可以通过选择具有等波纹
特性的逼近函数来实现。

1、引入原因
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• 切贝雪夫滤波器就是将指标要求均匀地分布在
通带内或者阻带内，在通带内或者阻带内具有
等波纹特性滤波器。

• 两种切贝雪夫滤波器：

→切贝雪夫I型：通带等波纹，阻带单调下降

→切贝雪夫II型：通带单调下降，阻带等波纹

2、切比雪夫滤波器类型
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N=3 Chebyshev I型 ，下面我们仅讲此类
型

Chebyshev I型幅频特性和零极点图（N=3）
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Chebyshev II型幅频特性和零极点图（N=3）

N=3 Chebyshev II型，其设计思想同
Chebyshev I型，在此课程中我们就不作介绍。
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N=3和
N=5

N=4和
N=6

Chebyshev I型，II型，当N为奇数、偶数时，
其幅频特性各不相同。

如：Chebyshev I型当N为奇数、偶数的幅频
特性
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• 切贝雪夫I型滤波器的幅度平方函数

→式中，N为滤波器的阶数， 为截止频率，也是
滤波器在某一衰减分贝处的通带宽度。（注意：
不一定是3dB的带宽）。

→ 是小于1的正数， 表示通带波纹大小的一个参
数， 越大，波纹也越大。

3、切比雪夫滤波器幅频特性
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是切贝雪夫多项式，定义为：

• 切贝雪夫多项式的递推公式（ ）

• 切贝雪夫多项式
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(a) 切比雪夫函数 (b) 切比雪夫滤波器幅频特性
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切贝雪夫滤波器的幅度函数为：

其特点为：

1. 当 时，N为偶数时， ，
当N为奇数时， 。

2. 当 时， ，

即所有幅度函数曲线都通过

故将 定义为切贝雪夫滤波器的截止频率。

在这个频率点，幅度函数不一定是3dB。

2

1
( )

1
a cH j


 =

+
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3. 在通带内，即当 时，

在 之间等波纹起伏。

4. 在通带之外，即当 时， 随
着 的增加而迅速单调趋于零。

5. 切贝雪夫滤波器由三个参数 确定



67

4、确定通带内波纹值ε

Chebyshev滤波器有三个参数：ε、Ωc和N, 

Ωc是通带宽度，ε是通带波纹，定义为：
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5、确定阶数N  (1)N阶特性

阶数N等于通带内最大和最小值个数的总和。

可由幅频特性中看出N阶数。且当：

N=奇数，则|Ha(jΩ)|在Ω=0处有一最大值，

N=偶数，则|Ha(jΩ)|在Ω=0处有一最小值。

N=3和
N=5

N=4和
N=6
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（2）N阶公式

由止带起始点s处的关系→求出Chebyshev的阶数
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6、求滤波器的系统函数Ha(s)的极点
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ChebyshevI型滤波器的极点，是一组分布在

以bc为长轴（在虚轴上），以ac为短轴

（在实轴上）的椭园上的点。
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7、Chebyshev I型滤波器的归一化系统函数

若N=偶数时，当s=0时，即=0时：

式中，d为归一化系数。

若N=奇数时，当s=0时，即=0时：
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则归一化后的Chebyshev滤波器系统函数为
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8、Chebyshev DF设计步骤
① 首先要先确定ε，N和Ωc。

② 计算a、b。

③ 确定Ha(s)Ha(-s)的极点。

④ 取Re(Si)<0的极点，得到Ha(s)。

• d可由A(Ω)和Ha(s)低频或高频特性对比确

定。



78

例1
• 设N=4，确定Chebyshev I型，极点位置。

解：N=4，则有8个极点，我们要求在S左半平面

上为稳定系统的四个极点。

σ

jΩ
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由上可知，在左半平面上：

第1极点：

第2极点：

第3极点：

第4极点：
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(2)等间隔角 均分，各点是虚轴对称的，且一定不落

在虚轴上，N为奇数时，有落在实轴上的点；N为

偶数时，实轴上也没有。

(3)幅度平方函数的极点(在椭园上)的位置确定：

其垂直坐标由落在大园上的各等间隔点规定；其水平

坐标由落在小园上的各等间隔点规定

由上图可知，确定Chebyshev I型滤波器极点在椭

园上的位置办法：

(1)先求出大园(半径为bΩc)和小园半径aΩc。
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例2
试导出2阶Chebyshev I型DF 系统函数(已知

通带波纹为 ,归一化频率为Ωc=1rad/s.
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• 在相同的幅度特性要求下，切贝雪夫滤波器的
阶数比巴特沃思滤波器的阶数要少。
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四、椭圆滤波器

• 椭圆滤波器（Elliptic filter）又称考尔滤波
器（Cauer filter），是在通带和阻带等波
纹的一种滤波器。椭圆滤波器相比其他类
型的滤波器，在阶数相同的条件下有着最
小的通带和阻带波动。它在通带和阻带都
是等波纹的，这一点区别于在通带和阻带
都平坦的巴特沃斯滤波器，以及通带平坦、
阻带等波纹或是阻带平坦、通带等波纹的
切比雪夫滤波器。
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一个低通椭圆滤波器的幅度频率响应为

其中， 是N阶雅克比椭圆函数
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椭圆滤波器比其他滤波器更陡，因此在选择滤波器的时候，椭圆滤波器能够
以较低的阶数获得较窄的过渡带宽，但是它在通带和阻带上都有波动。
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五、四种模拟滤波器比较

• 巴特沃思、切贝雪夫I、II型、椭圆型；

① 幅度特性比较：

⚫ 巴特沃思：全频段具有单调下降的幅度特性；

⚫ 切贝雪夫I型：通带等波纹，阻带单调下降；

⚫ 切贝雪夫II型：通带单调下降，阻带等波纹；

⚫ 椭圆型：通带、阻带均等波纹；

② 过渡带宽比较：当阶次N、通带最大衰减、阻带
最大衰减、通带截止频率相同时

⚫ 巴特沃思过渡带宽最宽，切贝雪夫I、II型次之，
椭圆型最窄；
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五、四种模拟滤波器比较

③ 阶次N比较：若滤波器具有相同的幅度特性指标

⚫ 巴特沃思阶次最大，切贝雪夫I、II型次之，椭
圆型最小；

④ 参数量化灵敏度比较：越低越好

⚫ 巴特沃思最低，切贝雪夫I、II型次之，椭圆型
最高；

⑤ 相位响应比较：

⚫ 巴特沃思较好，在部分通带中有线性相位，切
贝雪夫I、II型次之，椭圆型最差，都是非线性
相位。


