
第 六 章

无限长单位冲激响应（IIR）
数字滤波器的设计方法

1



本章内容（10节）

6.1   数字滤波器基本概念

6.2   最小相位延时系统

6.3   全通系统

6.4   用模拟滤波器设计数字滤波器

6.5   冲激响应不变法

6.6   双线性变换法
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6.7   设计IIR滤波器的频率变换法

6.8   先利用模拟域频带变换法，再利用

数字化法设计数字各型滤波器

6.9   先将模拟归一化低通原型化为数字低通，再

利用数字域频带变换法设计数字各型滤波器

6.10   数字滤波器的实现
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6.1  数字滤波器基本概念

⚫ 数字系统、线性移不变离散时间系统、数字滤

波器三个名称，同一个意思；

⚫ 数字滤波器设计有模拟滤波器设计和数字滤波

器设计

⚫ 模拟滤波器设计：采用模拟设计方法

⚫ 数字滤波器设计：采用数字设计方法
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⚫数字滤波器类型（和模拟滤波器一样）

⚫低通（Low pass，LP）滤波器

⚫高通（High pass， HP）滤波器

⚫带通（Band pass，BP）滤波器

⚫带阻（Band stop，BS）滤波器

⚫全通（All pass， AP）滤波器

数字频率

模拟（角）频率

抽样时间间隔

抽样频率

⚫数字滤波器，其频率变量采用数字频率
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⚫ 数字系统的频率响应范围为（0， 𝟐𝝅）；

⚫ 数字频率对应的实际模拟频率是多少？

⚫ 在数字滤波器设计中，必须给出采样频率。

→折叠频率

按照抽样定理，实际频率只能在以下范围

式中， →数字域抽样频率（即 ）
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数字滤波器系统函数

数字滤波器幅度频率响应

0

(a) 低通

(b) 高通

0 7



(c) 带通

0

(d) 带阻

0

0

(e) 全通
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⚫ 数字滤波器是一个线性移不变离散时间系统，
设计步骤为四步：

1. 按照任务的要求，确定滤波器的性能要求；

2. 用一个因果稳定的离散线性移不变系统的系
统函数去逼近这一性能要求。系统函数可以
有两种形式：

→ 无限长单位冲激响应（IIR）系统函数

→ 有限长单位冲激响应（FIR）系统函数
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3. 利用有限精度算法来实现该系统函数；

→选择结构（第五章）

→选择合适的字长（系数及变量量化，第九章）

→有效数字处理方法（舍入、截尾，第九章）

4. 实际的技术实现

→通用计算机软件实现

→专用数字滤波器硬件实现

→专用数字信号处理器实现

→通用数字信号处理器实现
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⚫ 本章重点学习第二个步骤，

⚫ 即数字滤波器的逼近性能问题，

⚫ 或系统函数（IIR/FIR）的设计问题。

⚫ 滤波器的性能要求一般用其频率响应
的幅度特性的允许误差来表征。
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⚫ 理想低通滤波器的三个范围：

→ 通带

→ 阻带

→ 具有陡截止的通带、阻带

通带 阻带 12



实际低通滤波器的三个范围：

→ 通带

→ 过渡带

→ 阻带

通

带

过

渡

带

阻

带

通带衰减

阻带衰减

fst

ωst

fc

ωc

1
Ap

As

π
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1)、低通滤波器的性能指标

：通带容限 ：阻带容限
通带截止频率：
fc(c)又称为通带
上限频率。

通带衰减：Ap

阻带截止频率：
fst(st)又称阻带下
限截止频率。

阻带衰减：As

f

ω

|H(ejω)|或|H(f)|

fst

ωst

fc

ωc

1
Ap

As

通

带

过

渡

带

阻

带

π
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2)、高通滤波器的性能指标

fs

ωs

fp

ωp

1

Ap

As

f

ω

|H(ejω)|或|H(f)|
通带截止频率：
fp(p)又称为通带下
限频率。

通带衰减：Ap

阻带截止频率：
fs(s)又称阻带上限
截止频率。

阻带衰减：As 15



3)、带通滤波器的性能指标
通带截止频率：上限
截止频率fp2(p2)，
下限截止频率
fp1(p1)。

通带衰减：Ap

阻带截止频率：上限
截止频率fs2(s2)，
下限截止频率
fs1(s1)。

阻带衰减：As

fs1

ωs1

fp1

ωp1

1

Ap

As

f

ω

|H(ejω)|或|H(f)|

fp2

ωp2

fs2

ωs2
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4)、带阻滤波器的性能指标
通带截止频率：上限
截止频率fp2(p2)，下
限截止频率fp1(p1)。

通带衰减：Ap

阻带截止频率：上限
截止频率fs2(s2)，下
限截止频率fs1(s1)。

阻带衰减：As

fs1

ωs1

fp1

ωp1

1

Ap

As

f

ω

|H(ejω)|或|H(f)|

fp2

ωp2

fs2

ωs2

17



（1）通带内，幅度响应以误差 逼近于1

（2）阻带内，幅度响应以误差 逼近于0

（3）在过渡带，幅度响应平滑从通带下降到阻带

式中， →通带容限

→阻带容限

→通带截止频率

→阻带开始频率 18



在实际中，常常采用通带允许的最大衰减
和阻带应达到的最小衰减 表示 ，

上式中，假定

例如：

19
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⚫ 理想滤波器幅度频率响应

⚫ 理想滤波器的幅度频率响应是不可能实现的

⚫ 原因：

➢ 频带之间的幅度响应是突变的，

➢ 其单位抽样响应是非因果的。

0

在第七章仔细讲解
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• 数字滤波器的系统函数

• 表征数字滤波器的频率响应特性

• 数字滤波器的频率响应

→群延迟响应

→幅度平方响应

→相位响应
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⚫ 频率响应满足共轭对称条件

1、幅度平方响应

幅度谱偶对称
相位谱奇对称

⚫ 标准的低通、高通、带通、带阻滤波器的逼
近采用幅度逼近，而不考虑相位要求。

⚫ 因为单位抽样响应是实数，其傅里叶变换
（频谱）是复数，其幅度响应（幅度谱）是
一个根号表示，故采用幅度平方响应表示。

⚫ 幅度平方响应定义
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⚫ 若 是H(z)的根，则 是H(z-1)的

根。

⚫ 由于H(z)的有理表达式的系数为实数，故零极

点都是以共轭对形式出现，故

和 也是H(z)或H(z-1)的根

⚫ 因此， H(z)H(z-1)的极点既是共轭的，也是以

单位圆镜像对称的。

⚫ 要使H(z)成为物理可实现系统，其极点只能位

于单位圆内，故可选择单位圆内的极点为H(z)

的极点，而单位圆外的极点为 H(z-1)的极点。
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将 表示为

2、相位响应

故相位响应（相位谱）为，
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• 群延迟定义为相位对角频率的导数的负值，表示
滤波器平均延迟的一个度量。

3、群延迟响应

• 当滤波器具有线性相位特性时，则群延迟就是常
数。

25

即相位响应为线性函数



IIR数字滤波器的系统函数

• 一般满足： ，此时称为N阶(IIR)系统

• 若M>N，则H(z)可以表示为一个N阶（IIR）
系统和一个（M-N）阶FIR子系统的级联。

• 以后，对于IIR系统，只考虑 情况。
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• IIR数字滤波器的设计，就是如何求出
各系数 和 ，使得满足以下条件时
逼近所要求的特性。

(1)  通带起伏及阻带衰减的要求，或

(2)  采用最优化准则（最小均方误差要

求或最大误差最小要求等）。

• 是一个数学逼近问题。

• 如果在 s 平面上去逼近，就是模拟滤波
器设计。

• 如果在 z 平面上去逼近，就是数字滤波
器设计。 27



• 设计数字IIR滤波器一般有两种方法：

(1) 先设计一个合适的模拟滤波器，然后

变换成满足预定指标的数字滤波器。

原因：方便。模拟滤波器已经有很多简单

又现成的设计公式，设计参数已经

表格化了，方便准确。

(2) 计算机辅助设计法。是一种最优化方

法，先确定一种最优规则，然后求此

规则下滤波器系统函数的系数 ,
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6.2  最小相位延时系统

一个线性移不变系统，其系统函数为

频率响应为
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• 由于单位取样响应为实数，故K为实数（正或者
负），它对幅角只引入固定值（0 或者 ）

的模 为

• 零（极）矢量是指零（极）点指向z平面单位圆上
要研究的频率点的矢量。（ ）表示从 指
向 的矢量。

• 研究
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极矢量、零矢量的几何解释
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的相位（相角） 为

采用几何作图法可以确定滤波器的类型。



我们来研究当

零点（极点）位置对系统相位的变化情况

（1）在单位圆内的x轴上

33

arg 2j
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arg 2j
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我们来研究当

零点（极点）位置对系统相位的变化情况

（2）在单位圆内的y轴上

34

arg 2j

me c   − = 

arg 2j
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我们来研究当

零点（极点）位置对系统相位的变化情况

（3）在单位圆内

35

arg 2j
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ke d   − = 



我们来研究当

零点（极点）位置对系统相位的变化情况

（4）在单位圆外

36

arg 0j

me c  − = 

arg 0j
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• 故，只有单位圆内的零极点对 有影
响。

• 总结：
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• 若某一个零点（或极点）位于单位圆内，当
从0变到 时，即在z平面单位圆上正向（逆时
针）旋转一周，零矢量（或极矢量）变化为

• 若某一个零点（或极点）位于单位圆外，当
从0变到 时，即在 z 平面单位圆上正向（逆
时针）旋转一周，零矢量（或极矢量）变化为 0



• 和 分别表示单位圆内与单位圆外的零点数

• 讨论零点、极点的分布对不同系统相角的影响。

• 和 分别表示单位圆内与单位圆外的极点数

• 当 相位 为
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（1）因果系统

因果稳定系统，系统函数H(z)的全部极点
在单位圆内，收敛域是半径为r（r < 1）的单
位圆外，且满足 n<0时， h(n)=0。

当 从 0 变到 时， ，则
的幅角变化量为
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（a）当全部零点都在单位圆内时，即

• 根据零点的分布可以有以下两种情况：

此时，相位变化最小。这种系统称为最小
相位延时系统。

最小相位延时系统一定是因果稳定系统。

• 这种当 由 0 而增加，幅角变化为负，称为相
位“延时”（或相位“滞后”）系统。
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（b）当全部零点都在单位圆外时，即

此时，相位变化最大。这种系统称为最大
相位延时系统。

最大相位延时系统一定是因果稳定系统。
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称为混合（相位延时）系统。

混合系统一定是因果稳定系统。

42

（2）混合系统

全部极点在单位圆内，零点既在单位圆内 ，
也有在单位圆外时 ，即



（3）逆因果系统

逆因果系统，系统函数H(z)的全部极点在
单位圆外，收敛域是半径为r（r>1）的单位圆
内，且满足 n>0时， h(n)=0。

当 从 0 变到 时， ，则
的幅角变化量为

非因果系统：收敛区域
不满足：|z|>r

即其极点可以任意分布
在z平面, 如单位圆内、
外均有分布。
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（a）当全部零点都在单位圆内时，即

• 根据零点的分布可以有以下两种情况：

此时，相位变化最大。这种系统称为最大相
位超前系统。

最大相位超前系统一定是逆因果稳定系统。

• 一般而言，有N>M，当 由 0 而增加，幅角
变化为正，称为相位“超前”（或相位“领
先”）系统。
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（b）当全部零点都在单位圆外时，即

此时，相位变化最小。这种系统称为最小相
位超前系统。

最小相位超前系统一定是逆因果稳定系统。
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四种系统的归纳

系 统 因果性 稳定性 零 点 极 点

最小相位
延时系统

因果 稳定 单位圆内 单位圆内

最大相位
延时系统

因果 稳定 单位圆外 单位圆内

最小相位
超前系统

逆因果 稳定 单位圆外 单位圆外

最大相位
超前系统

逆因果 稳定 单位圆内 单位圆外

混合系统 因果 稳定 单位圆内外 单位圆内

收敛域

|z|>r,   r<1

收敛域

|z|<r,   r>1



最小相位系统的特点

1. 在傅里叶变换 相同的所有系统中，最

小相位系统具有最小的相位滞后，即它的负
的相位最小。

2. 最小相位系统能量集中在n=0附近。

47



h(n)

hmin(n)

n

n
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最小相位系统的特点

4. 在幅度响应相同的系统中，最小相位延时
系统具有最小的群延时。

3. 最小相位序列h(0)最大。
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最小相位系统的特点

5. 在幅度响应相同的系统中，只有唯一的一个
最小相位延时系统。

6. 任意一个非最小相位延时系统可以由一个最
小相位延时系统和一个全通系统的级联得到。

50

证明见下节



6.3  全通系统

• 定义：全通系统是指系统频率响应的幅度在所
有频率 下均为 1 或者某一常数的系统。

例如，一阶全通系统的系统函数为
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系统的零极点位置如图所示（a>0）。

一阶全通系统

52

零点：

极点：



系统的幅度频率响应为
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• 复数零点、极点的一阶全通系统的系统函数为

• 零点、极点出现在共轭镜像位置（以单位圆为
“镜子”），称为以单位圆为镜像对称。

• 极点为：

• 零点为：
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零极点以单位圆为镜像对称

• 极点为：

• 零点为：
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• 当h(n)为实函数（物理可实现系统），则H(z)

是实系数有理系统函数，其系数都为实数，则
系统函数的复数极点和零点必须以共轭对的形
式出现。

• 例如一个实系数有理二阶全通系统函数为：

• 高阶全通系统是由一串一阶全通系统组成。例
如二阶全通系统就是由两个一阶全通系统构成。
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实系数二阶全通系统

两个零点（极点）共轭对称

极点：

零点：

零点与极点以单位圆为镜像对称

57



• 所有的一阶全通节（系统），对所有的频率，
其频率响应的模都为1。

令 ， 则有，
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N 阶数字全通滤波器

极点： 的根

零点： 的根
59



全通系统的应用

① 任何一个因果稳定的（非最小相位延时）系统

都可以表示为全通系统 和最小
相位系统 的级联。

证明：设 有某一对零点位于单位圆外，其余
零点位于单位圆内（极点都在单位圆内）。

最小相位延时系统的零
点均在单位圆内，非最
小相位系统的零点至少

有一个在单位圆外

问题：非最小相位延时系
统的零极点位置？
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将 表示为

其中， 是最小相位系统。

原因：因为我们假设H(z)只有一对零点在单位圆外，

其余零点均在单位圆内。极点肯定在单位圆内

（因果稳定系统），故设由单位圆内的零点和所

有极点所构成的系统函数为H1(z)。

Why?
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对H(z)进行处理（乘以等于1的两个有理式）：

最小相位系统

全通系统

零点：

零点在单位圆内
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故系统函数表示为：

其中，
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→把 的单位圆外的一对零点

分别映射到单位圆内的“镜像”位置

如图6-6所示。

和 的比较：

→ 和 的频率响应的幅度是相等的。

→ 和 的相位响应是不相等的。
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② 如果设计出滤波器是非稳定的，则可用级联全
通系统的方法将它变成一个稳定的滤波器。

例如，原非稳定滤波器有一对极点在单位圆外

则，可级联一个全通系统

为什么？
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将单位圆外的一对极点抵消，同时，不改变
滤波器的幅度特性（当然，相位改变）。

系统的极点均在单位圆内。
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③ 作为相位均衡器用（将非线性相位滤波器转换
为线性相位滤波器）。

⚫ IIR数字滤波器的相位是非线性相位的，其群
延时不是常数。

⚫ 在视频传输、数字通信中希望传输系统具有线
性相位特性，因此，可以将全通滤波器作为相
位均衡器，级联上一个非线性相位系统，以得
到线性相位特性，同时不改变系统的幅度特性。

⚫ 设全通滤波器为 ，非线性相位系统为

，级联后系统为
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相位关系为：

群延时关系为：

逼近误差为：

是频率 、全通滤波器的极点和系数的函数，
根据均方误差最小准则，可以求出极点和系数。
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6.4  用模拟滤波器滤波器
设计IIR数字滤波器

• 模拟系统函数 Ha(s) 

• 数字滤波器的系统函数 H(z)

• 利用模拟滤波器设计数字滤波器，就

是要把 s 平面映射到 z 平面，使模拟

系统函数 Ha(s) 变换成所需的数字滤波

器的系统函数 H(z) 。
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一、由模拟滤波器设计数字滤波
器步骤

• 由模拟滤波器设计数字滤波器的3个步骤：

1. 数字滤波器的技术指标转换成模拟低通

滤波器指标。

2. 模拟低通滤波器设计。

3. 映射实现：从模拟低通滤波器再转换

成数字滤波器。
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1. 数字滤波器的技术指标转换成模

拟滤波器指标

⚫ 根据给定设计要求，把数字滤波器的性能指标

变成模拟滤波器低通的性能指标。

⚫ 如果要设计的不是数字低通滤波器，则还需

要将步骤（1）中的变换所得到的相应的

（高通、带通、带阻）模拟滤波器的性能指

标变换为模拟低通滤波器的性能指标。

⚫ 原因：只有模拟低通滤波器设计可以有设计好

的图形和表格使用。
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2、模拟滤波器设计

⚫ 用所得到的模拟低通滤波器（称作模拟原

型滤波器）的性能指标，利用某种模拟滤

波器逼近方法，设计出符合要求的模拟滤

波器的系统函数Ha(s)。

⚫ 可以选择多种类型的滤波器。如：

Butterworth, Chebyshev, Ellipse, Bessel

等。
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3、 映 射 实 现

• 利用一定的映射方法，把模拟滤波器系统

函数数字化,完成IIR数字滤波器系统函数

的设计。（采用冲激不变法、阶跃响应不

变法和双线性变换法）
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二、由模拟滤波器设计数字滤波器条件

• 由模拟变换到数字的映射必须满足两个基本要求:

① H(z)的频率响应要能模仿Ha(s)的频率响应。即: 

S平 面的虚轴 jΩ 必须映射到 z 平面的单位圆上，

[S=jΩ, -∞＜Ω＜∞]→[ |z|=1,－π＜ω＜π ]

Re[z]

jIm[z]

10

jΩ
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②因果稳定的Ha(s)应能映射成因果稳定的

H(z)。为保持滤波器的稳定性，S平面的左半

平面必须映射到 z 平面的单位圆内，即：

Re[s]<0→ |z|<1

0

jΩ

Re[z]

jIm[z]

1
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三、由模拟滤波器设计数字滤
波器方法的局限性

⚫ 用这方法设计IIR数字滤波器存在一定的

局限性：

1. 这种方法只适于设计幅度响应分段恒定

的滤波器，不能解决任意幅度的滤波器

的设计问题。

2. 它只是一种可行的方法，而不一是最优

的方法。
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四、映射实现的方法

• 由模拟滤波器映射成数字滤波器的方法，也

即，数字滤波器能模仿滤波器的特性。

主要有以下3种映射方法：

• 冲激响应不变法

• 阶跃响应不变法（不学习）

• 双线性变换法
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6.5  冲激响应不变法

一．变换原理

二．混叠失真

三．数字化方法

四．优缺点

又称脉冲响应不变法
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一、变换原理

⚫冲激响应不变法就是使数字滤波器的单位冲

激（脉冲）响应h(n)模仿模拟滤波器的单位

冲激响应ha(t)。

⚫将模拟滤波器的单位冲激响应ha(t)以等间隔

T进行抽样，得到数字滤波器的单位抽样响

应h(n)。

⚫时域逼近性能良好
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• 冲激响应不变法将模拟滤波器的 s 平面映射到
数字滤波器的 z 平面，其变换为：
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映射规则的要点

• s平面上每一条宽为 的横带部分，将重叠映
射到z平面的整个平面上。

• 每一横条的左半边映射到z平面单位圆内，

每一横条的右半边映射到z平面单位圆外。

• s平面的虚轴( j)轴映射到z平面单位圆上，
虚轴上每一段长为 的线段都映射到z平面
单位园上一周。
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• 数字滤波器的系统函数与模拟滤波器的系统函
数之间的关系为：

• 数字滤波器的系统函数是模拟滤波器的系统函
数以抽样角频率为周期的周期延拓叠加。

• 冲击响应不变法并不是从s平面到z平面的一一
对应的代数映射关系，而是一个多值映射关系。

s平面 z平面
多值映射
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二、混叠失真

• 数字滤波器的频率响应是模拟滤波器的频率响
应的周期延拓之和（抽样定理）

• 当模拟滤波器的频率响应是带限的，即在折叠

频率之内，则数字滤波器的频率响应在折叠频

率之内，重现模拟滤波器的频率响应，而不产

生频率混叠失真。
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即要求，

有，
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• 当模拟滤波器的频带是有限的，则采用冲激响
应不变法不会产生频率混叠失真现象。

• 故冲激响应不变法适合设计数字低通滤波器、
带通滤波器，不适合设计数字高通滤波器、带
阻滤波器。

• 但是，任何一个实际的模拟滤波器的频率响应
都不是严格带限的，因此，变换后就会产生周
期延拓，形成频率响应的混叠失真。

• 若模拟滤波器的频率响应在折叠频率内衰减越
大、越快，则混叠失真越小。

• 抽样频率越大，即抽样时间间隔越小，可以减
少频率响应的混叠失真。
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三、模拟滤波器的数字化方法

• 一般情况下，过程很复杂。

• 但对于能用部分方式表达的模拟滤波器的系统
函数，可以采用较为简单的方法。

• 由模拟滤波器的系统函数 求数字滤波器的
系统函数 的一般步骤

假设
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其单位冲激响应为，

• 冲激响应不变法，要求数字滤波器的单位抽
样响应等于 的抽样，

88

其中， 是单位阶跃函数。



对h(n)求z变换，得到数字滤波器的系统函数
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① s 平面的单极点 变换到 z 平面的单极点

比较 和

由映射 直接得到

② 和 的部分方式的系数是相同的，
都是
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④ 数字滤波器的零点与模拟滤波器的零点没有任

何对应关系！

91

③ 如果模拟滤波器是因果稳定的，故所有的极点

都在s 平面的左半平面，即极点的实部小于零。

则按照 变换后的数字滤波器的全部极

点在单位圆内，即 ，故数

字滤波器是因果稳定的。

sTz e=



因为，

即，数字滤波器的频率响应与抽样间隔 T

成反比。当抽样频率很高，则 T 很小，滤波器的
增益很大，容易产生误差。

• 故，做修正

则，
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例题，设模拟滤波器的系统函数为

试用冲激响应不变法，设计IIR数字滤波器。

解：直接代入公式，
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设T=1，有

模拟滤波器的频率响应和数字滤波器的频率响应
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ω

|H(ejω)|

由于模拟滤波器不是充分限带，所以数

字滤波器产生很大的频谱混叠失真。

模拟滤波器幅度谱

数字滤波器幅度谱

|Ha(jΩ)|

Ω
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四、优缺点

• 优点

→数字滤波器的冲激响应完全模仿模拟滤波器
的冲激响应，时域逼近性能良好。

• 缺点

→有频率混叠现象

• 适用范围

→带限的模拟滤波器（低通、带通）

→ 不适合高通、带阻滤波器

→数字频率和模拟频率呈线性关系
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